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Introducao e Escopo

Fonte: [OROURKE98]

Geometria Computacional é o estudo de algoritmos para resolver problemas
geométricos em um computador. A énfase nesse curso & no projeto de tais
algoritmos, com de alguma forma menos atencao tomada na analise de
desempenho. [OROURKE98]

Existem diversas areas dentro de Geometria, e a que tem se tornado
conhecida como Geometria Computacional, segundo [OROURKES8], é
primariamente geometria discreta e combinatdria. Portanto, poligonos tem um
papel mais importante do que regides com fronteiras curvas. A maioria dos
trabalhos com curvas e superficies continuas sao mais escopo da Modelagem
Geométrica ou Modelagem de Sodlidos, um campo com suas proprias
conferéncias e textos, distintos da geometria computacional. Obviamente que
existe substancial sobreposicao, e nao existe razao fundamental para que os
campos sejam particionados dessa forma, eles parecem se fundir em alguma
extensao. [OROURKE9SS]



Introducao e Escopo

Fonte: [BERG97]

A Geometria Computacional emergiu do campo de projeto e analise de
algoritmos no final da década de 1970. Ela tem crescido como uma disciplina
reconhecida com suas proprias revistas, conferéncias e uma grande comunidade
de pesquisadores ativos. O sucesso do campo como uma disciplina de pesquisa
pode por um lado ser explicado pela beleza dos problemas estudados e das
solucdes obtidas, e por outro lado, pelo dominio de diversas aplicacoes —
computacao grafica, sistemas de informacdes geograficas (GIS), robdtica, e outros
—em que algoritmos geométricos tem um papel fundamental. [BERG97]

Para diversos problemas geométricos as primeiras solucdes algoritmicas
foram ou lentas ou dificeis de serem entendidas ou implementadas. Mais
recentemente, uma grande quantidade de novas técnicas algoritmicas tem sido
desenvolvidas que melhoram ou simplificam diversas das primeiras abordagens.
A ideia desse curso é tentar fazer com que essas solucdes algoritmicas modernas
sejam acessiveis para uma grande audiéncia. [BERG97]



Introducao e Escopo

Fonte: [PREPARATAS85]

Um grande numero de areas de aplicacdes tem sido a incubation bed da
disciplina reconhecida atualmente como Geometria Computacional, ja que tais
aplicacdoes fornecem inerentemente problemas geométricos que requerem o
desenvolvimento de algoritmos eficientes. Estudos algoritmicos desses e outros
problemas tem aparecido no século passado na literatura cientifica, com uma
intensidade aumentando nas ultimas trés décadas. Porém, apenas recentemente,
estudos sistematicos de algoritmos geométricos tem sido assumidos, e um
crescente numero de pesquisadores tem sido atraido para essa disciplina,
batizada como Geometria Computacional em um artigo de M. |. Shamos em
1975. Uma caracteristica fundamental dessa disciplina € a percepcao de que
caracterizacdes classicas de objetos geométricos sao frequentemente nao
amenas para o projeto de algoritmos eficientes. Para tornar obvio essa
inadequacao, é necessario identificar os conceitos uteis e estabelecer suas
propriedades, que irao conduzir para computacdes eficientes. De certa forma, a
geometria computacional deve remodelar — sempre que necessario — a disciplina
classica em sua encarnag¢ao computacional.



Introducao e Escopo

Fonte: [SCHNEIDERO3]

O campo da Geometria Computacional € muito vasto e € um dos que
avancam mais rapidamente nos ultimos tempos. Os topicos gerais abordados
neste curso sao feixes convexos de conjuntos finitos de pontos, testes de ponto
em poligono, tesselagem de poligonos (particionamento de poligonos em
pedacos convexos ou triangulos) e intersecdes de segmentos de retas.
[SCHNEIDERO3]

A énfase sera nos algoritmos para implementar as varias ideias. Porém, é
dada atencao especial para o problema de computacao quando realizada por um
sistema com numeros em formato de ponto flutuantes. Esses problemas
ocorrem sempre gue se precisa determinar quando pontos sao colineares,
coplanares e cocirculares. Isso é facil de fazer quando o sistema computacional é
baseado em aritmética de inteiros, mas bem problematico quando aritmética de
pontos flutuantes é usada. [SCHNEIDERO3]



Introducao e Escopo

Fonte: [SKIENAO2]

Computacao geomeétrica vai se tornando cada vez mais importante em
aplicacdbes como computacao grafica, robodtica e projeto auxiliado por
computador, isso tudo porque forma é uma propriedade inerente de objetos
reais. Porém, objetos do mundo real nao sao feitos de linhas que vao até o
infinito. Ao invés, a maioria dos programas de computador representam
geometria como arranjos de segmentos de retas. Curvas ou formas arbitrarias
fechadas podem ser representadas por colecoes ordenadas de segmentos de
retas ou poligonos.

Geometria computacional pode ser definida (para o propdsito deste curso)
como a geometria de segmentos de retas discretos e poligonos. E um assunto
interessante e prazeroso, porém nao tipicamente ensinado em cursos que
requerem tal conhecimento. Isso da ao estudante ambicioso que aprende um
pouco de geometria computacional um estimulo e uma janela em uma area
fascinante de algoritmos ainda hoje com pesquisas ativas. Livros excelentes sobre
geometria computacional estao disponiveis na literatura, porém essa secao do
curso deve ser suficiente para iniciar o estudande nesse assunto.



Necessidade de Estruturas de Dados

Algoritmos geomeétricos envolvem a manipulacao de objetos que nao sao
manipulados no nivel da linguagem de maquina. O usuario tem que portanto
organizar esses objetos complexos por meio de tipos de dados mais simples
diretamente representaveis pelo computador. Essas organizacbes sao
universalmente referidas como Estruturas de Dados.

Os objetos complexos mais comuns encontrados no projeto de algoritmos
geométricos sao os conjuntos e as sequéncias (conjuntos ordenados). Estruturas
de dados particularmente apropriadas para esses objetos combinatorios
complexos sao bem descritas na literatura padrao sobre algoritmos. Restringe-se
aqui a revisar a classificacao dessas estruturas de dados, junto com suas
capacidades funcionais e desempenho computacional.

Seja S um conjunto representado em uma estrutura de dados e seja u um
elemento arbitrario de um conjunto universal em que S é um subconjunto. As
operacoes fundamentais que ocorrem na manipulacao de conjuntos sao:

1. MEMBER(u,S). Tem-se que u € S? (Resposta SIM/NAO.)

2. INSERT(u,S). Adiciona u em S.

3. DELETE(U,S). Remove u de S. Fonte: [PREPARATAS5]



Suponha agora que {S;, S,, . . ., S} € uma cole¢do de conjuntos (com
intersecao vazia por pares). Operacdes Uteis nessa colecado sao:

4. FIND(u). Reporta j, se u € S.

5. UNION(S,;,S;; S). Forma a unido de S, e S; e chama esse novo conjunto de §,.

Quando o conjunto universal é totalmente ordenado, as seguintes operacoes
sao muito importantes:

6. MIN(S). Reporta o elemento minimo de S.

7. SPLIT(u,S). Particiona Sem {S,,S,}, talque S; ={v:ive Sev<u}eS5,=5-5,.

8. CONCATENATE(S,,S,). Assumindo que, para arbitrario u’e §; e u” e S, tem-
se que u' <u", forma o conjunto ordenado $=5, U S..

As Estruturas de Dados podem ser classificadas com base nas operacdes que
elas supotam (sem se preocupar com eficiéncia). Assim, para conjuntos
ordenados tem-se a seguinte tabela:

Data Structure Supported Operations
Dictionary MEMBER, INSERT, DELETE
Priority queue MIN, INSERT, DELETE

Concatenable queue INSERT, DELETE, SPLIT, CONCATENATE




Para eficiéncia, cada uma dessas estruturas de dados é normalmente
realizada como uma arvore de busca binaria balanceada pela altura. Com essa
realizacao, cada uma das operacdes acima € executada em tempo proporcional
ao logaritmo do numero de elementos armazenados nessa estrutura de dados; o
armazenamento é proporcional ao tamanho do conjunto.
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As estruturas de dados acima podem ser vistas abstratamente como uma
colecdo linear de elementos (uma lista), tal que insercdes e remocdes podem ser
executadas uma posicao arbitraria da colecao. Em alguns casos, alguns modos
mais restritivos de acesso sao adequados para algumas aplicacdes, com as
subsequentes simplificacoes. Tais estruturas sao: Filas, onde insercdes ocorrem
em um extremo e remocoes no outro. Pilhas, onde ambas insercdes e remocdes
ocorrem em um extremo (o topo da pilha). Claramente, um e dois ponteiros sao
tudo o que é necessario para gerenciar uma pilha ou uma fila, respectivamente.

As estruturas de dados padroes revisadas acima sao usadas extensivamente
em conjunto com os algoritmos da Geometria Computacional. Porém, a natureza
dos problemas geométricos tem levado ao desenvolvimento de estruturas de
dados nao convencionais especificas.



Definicoes e Notacoes Gerais

Os objetos considerados normalmente em Geometria Computacional sao
normalmente conjuntos de pontos no espaco Euclidiano. Um sistema de
coordenadas de referéncia é assumido, tal que cada ponto é representado por
um vetor de coordenadas cartesianas da dimensao apropriada. Os objetos
geomeétricos nao consistem necessariamente de conjuntos finitos de pontos, mas
tem que obedecer a convencao de ser finitamente especificado (tipicamente,
como strings finitas de parametros). Entdao, considera-se além de pontos
individuais, a linha reta contendo dois pontos dados, o segmento de linha reta
definido pelos seus dois pontos extremos, o plano contendo trés pontos dados, o
poligono definido por uma (ordenada) sequéncia ou pontos, etc.

Essa secao nao tem pretencao de fornecer definicdes formais dos conceitos
geomeétricos usados neste curso; ela tem apenas os objetivos de revisar notacoes
gue sao certamente conhecidas pelo leitor e de introduzir a notacao adotada.

Por £E9denota-se o espaco euclidiano d-dimensional, isto é, o espaco das d-
tuplas (x,...,x4) de nimeros reais x, i = 1,..., d com métrica (X% _, x.2)/2.

Revisa-se agora a definicao dos principais objetos considerados pela

Geometria Computacional.
Fonte: [PREPARATAS85]



Ponto. Uma d-tupla (xg,....x;) representa um ponto p de EY esse ponto
também pode ser interpretado como um vetor com d componentes aplicado a
origem de E9, cuja extremidade livre é o ponto p.

Linha, plano, variedade linear. Dados dois pontos distintos g, e g, in £9, a

combinacao linear
oag,+(l-0a)q, (a0 € R)
é uma linha de EY. Mais geralmente, dados k pontos linearmente independentes
d.,, - --,q,emE? (k<d), acombinagdo linear
0 G +0, g, + ...+ 0 G+ (1—a,—...— o) g,
(aj eR,j=1,..,k-1)

é um variedade linear de dimensdo (k—1) in E“.

Segmento de reta. Dados dois pontos distintos g, e g, em E?, se na expressao
ag,+(1 — a)g, somarmos a condi¢do 0 < a < 1, obtemos a combinagao convexa de
q, € gq,, ou seja,

ag,+(1-0a)gqg, (e R,0<50<1).

Esta combinacao convexa descreve o segmento de reta que une os dois
pontos g, e g,. Normalmente esse segmento é denotado como q,q, (par nao
ordenado).



Conjunto convexo. Um dominio D em E? é convexo se para qualquer dois
pontos g, e g, em D, o segmento g,q, estad inteiramente contido em D. Pode ser
mostrado que a intersecao de dominios convexos € um dominio convexo.

Fecho convexo. O fecho convexo de um conjunto de pontos S em E? é o limite
do menor dominio convexo em E9 contendo S.

menor objeto convexo possivell



Poligono. Em E% um poligono é definido por um conjunto finito de segmentos
de modo que cada segmento extremo é partilhado por exatamente duas arestas
e nenhum subconjunto de arestas tem a mesma propriedade.

Os segmentos sao as arestas e 0s seus extremos sao os vértices do poligono.
(Note que o numero de vértices e arestas sdao idénticos.) Um poligono de n
vértice € chamado um n-gon.

Um poligono é simples se nao ha nenhum par de arestas nao consecutivas
gue compartilham um ponto. Um poligono simples particiona o plano em duas
regioes disjuntas, o interior (limitado) e o exterior (ilimitado) que sdao separados
por um poligono (teorema da curva de Jordan) . (Nota: na linguagem comum, o
termo poligono é frequentemente usado para designar a unidao do contorno e do
interior. )

Um poligono simples P é convexo se o seu interior € um conjunto convexo.

Um poligono simples P é em forma de estrela, se existe um ponto z nao
externo a P tal que, para todos os pontos p de P o segmento de linha zp fica
totalmente dentro de P. (Assim, cada poligono convexo também é em forma de
estrela.) O locus dos pontos z tendo a propriedade acima é o kernel do P. (Assim,
um poligono convexo coincide com seu proprio kernel ).



Grafo planar. Um grafo G = (V, E) (conjunto de vértices V e de arestas E) é
planar se ele pode ser incorporado no plano sem cruzamentos. Uma linha reta
planar incorporada de um grafo planar determina uma particao do plano
chamada subdivisGo planar ou mapa. Deixe v, e, e f denotar, respectivamente, os
numeros de vértices, arestas e regides (incluindo a Unica regiao sem contorno)
da subdivisao. Estes trés parametros estao relacionados pela classica formula de
Euler

v-e+f=2.

Se tivermos a propriedade adicional que cada vértice tem grau > 3, entao é

um exercicio simples provar as seguintes desigualdades

v<2/3e, e<3v-6

e<3f-6, f<2/3e

v<2f-4, f<2v-4
gue mostram que v, e e f sao proporcionais aos pares. (Observe que as trés
desigualdades mais a direita sao incondicionalmente validas.)



Triangulacao. Uma subdivisao planar € uma triangulacdo se todas as suas
regioes delimitadas forem triangulos. A triangulagéo de um conjunto finito S de
pontos é um grafo planar em S com o nimero maximo de arestas (isto é
equivalente a dizer que a triangulacao de S é obtida juntando-se os pontos de S
por segmentos de linhas retas que nao se intersectam de modo que cada regiao
interna ao fecho convexo se S é um triangulo).




Poliedro. No E3 um poliedro é definida por um conjunto finito de poligonos
plano de tal modo que cada aresta de um poligono é partilhada por exatamente
um outro poligono (poligonos adjacentes) e nenhum subconjunto de poligonos
tem a mesma propriedade. Os vértices e as arestas dos poligonos sao os vértices
e as arestas do poliedro; os poligonos sao as faces do poliedro

Um poliedro é simples, se nao houver par de facetas nao adjacentes que
compartilham um ponto. Um poliedro simples particiona o espaco em dois
dominios disjuntos, o interior (contornado) e no exterior (infinito). (Mais uma
vez, na linguagem comum, o termo poliedro é frequentemente usado para
designar a unidao do contorno e do interior.)

A superficie de um poliedro (de género zero) é isomorfo a uma subdivisao
planar. Assim, o numero v, e, e f de seus veértices, arestas e faces obedecem a
formula de Euler.

Um poliedro simples é convexo se o seu interior € um conjunto convexo.
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Area Orientada de Poligono



Célculo de Areas Fonte: [SKIENAO2]

Podemos calcular a area de um triangulo, a partir das coordenadas dos seus vértices,
avaliando-se o produto vetorial definido a seguir. Notar que esse calculo é facilmente

implementavel.

¥ r
e\ |
.l"‘l.
b |
J"J.
.l';l.
.l';l.
A |
<o |
____________ i ;’;
¢ T f
y
b
Ar GOy
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cz ¢y 1

double signed triangle area(const Point* A, const Point* B, const Point* C)

{
return( (_A[X]* B[Y] - A[Y]* B[X] + A[Y]* C[X]
- _A[X]*_C[Y] + _B[X]*_C[Y] - _C[X]*_B[Y]) / 2.0 );



Célculo de Areas Fonte: [SKIENAO2]

Podemos calcular a area de qualquer poligono triangular somando a area de todos os
triangulos. Isto é facil de implementar utilizando as rotinas ja desenvolvidas que calculam
a area de um triangulo.

No entanto, existe um algoritmo ainda mais esperto que se baseia na nocao de areas
com sinais para triangulos, que foi utilizado na nossa rotina signed triangle area.
Adeguadamente somando as areas com sinais dos triangulos definidos por um ponto
arbitrario p com cada segmento do poligono P temos a area de P, porque os triangulos
com areas com sinais negativos cancelam a area fora do poligono. Isto se simplifica na

computagao da equagao § nd |
A(P) = B} Z{Ia *Yit+l — Tipl - Yi)
i=0

onde todos os indices sao tomados modulo do numero de vértices. Veja [OROURKE98]
para uma exposicao de porque isso funciona, mas que certamente leva a uma solucao
simples:
double area(polygon * p)
{
double total = 0.0; /* total area so far */
int i, j; /* counters */
for (i=0; i< p->n; i++) {
j = (i+l) % _p->n;
total += (_p->pl[i] [X]*_p->p[]j][Y]) - (_p->pP[J][X]1*_p->p[i] [Y]):
}
return (total / 2.0);



Algoritmos para
Tesselagem de Poligonos



Como tecer uma face ndo convexa?
Solugdo de SKIENA & REVILLA, 2002, Programming Challenges, p.319

Primeira ORELHA encontrada iniciando

por V1 no sentido anti-horario
v4 v3 v8 v7 v4 v3 v8 v7

AN
N
N
S
AN
(N
AN
N
N

Qualquer poligono com mais de
trés lados tem pelo menos duas
orelhas. Uma ORELHA é definida
se o0 angulo entre as arestas que
v2 vl emergem do vértice for menor
que 180° e a corda conectando os
dois vértices adjacentes ndo deve
intersectar nenhuma outra aresta
do poligono (i.e. nenhum outro
v5 vb vértice deve ficar no v5 v6
triangulo/orelha).

v2 vl

Encontrar ORELHA do poligono até remanescer um Unico triangulo.
POL=1/2/3/4/5/6/7/8 v4 v3 V8 v7
Defina duas listas com os vértices anteriores e posteriores:
L=8/1/2/3/4/5/6/7

R=2/3/4/5/6/7/8/1

Atualize a lista apds o primeiro triangulo encontrado:
L=8/1/2/2/4/5/6/7

R=2/4/4/5/6/7/8/1

Atualize a lista apds o proximo triangulo encontrado:
L=8/1/2/2/2/5/6/7

R=2/5/4/5/6/7/8/1

Repetir até que o numero de tridngulos seja menor que n-2
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Predicados Geomeétricos



Introducao aos Predicados

Em qualquer algoritmo, existem funcdes que precisam ser avaliadas para definir que
caminho seguir em sua sequéncia de execucao. Em geral, essas funcdes retornam um
valor Booleano (falso ou verdadeiro). Essas fungcdes sao chamadas de predicados.

Em algoritmos de Geometria Computacional, o desenvolvimento de predicados
geomeétricos robustos e precisos é de fundamental importancia.
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Tipo de Retorno de um Predicado

Geralmente pensa-se em predicados como fun¢des com um tipo de retorno Booleano. O tipo
booleano pode identificar se um contador atingiu algum limite, se uma tolerancia predeterminada
tem sido satisfeita, ou se o final de uma lista foi atingido. Tais predicados surgem na computacao
geométrica, mas um tipo adicional de teste é frequentemente necessario. Devido esse teste
geomeétrico ter trés resultados possiveis, refere-se a ele como um teste com ramificacao ternaria.
Ainda mais frequente, tem-se o interesse em formar um predicado binario de trés resultados
possiveis.

A necessidade por trés ramos em um teste pode ser vista quando considera-se uma linha
orientada separando o plano. O plano é separado em pontos que se encontram no plano-médio
positivo e pontos que se encontram no plano-médio negativo, tdo bem como aqueles que se
encontram na proépria linha. Uma biblioteca geométrica oferecera tal resposta terndria para os
clientes, e o programador da aplicacao ira decidir como os predicados devem ser formados.

Talvez uma dada aplicacao sé precise de uma resposta binaria como, por exemplo, se um ponto
estd abaixo ou acima de um plano. Entretanto, testes geométricos devem ser oferecidos de tal
maneira que também seja possivel determinar se o ponto estd exatamente sobre o plano, isto é,
uma resposta ternaria, se for possivel.

_I_'\lll.-e 1 _I_\Iae
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O Predicado Orientacao no Plano

Determinar a orientacao de um ponto em relacao a linha definida por dois outros
pontos é facilmente definida recorrendo a uma funcao que nos levara momentaneamente
para uma terceira dimensao.

O Produto Vetorial. Existe mais de uma forma de definir o produto vetorial de dois vetores
v, ev,. Neste contexto, toma-se a visao classica (em computagao grafica) que o produto
vetorial v =v, xv, & um vetor que é simultaneamente ortogonal a v, e v,, que obedece a
regra da mao direita com relacao aos dois vetores, e cuja magnitude é relacionada com as
magnitudes dos dois vetores por |7’ | = |7 |73 | siné

Para desenvolver uma intuicao sobre produto vetoriais precisa-

z se apenas considerar como ele varia quando um dos dois

. T J_? vetores, por exemplo v,, move. Considere posicionar v, tal que

(2]
L

- __ — - .. . ey , ..

i Y y o1 4 ele coincida com o eixo x positivo. Se v, também coincide com
0 eixo x, o produto vetorial sera o vetor zero. Isso é natural,

i pois os dois vetores nao definem um plano, ou

T)/?y = d-y _‘A 7 alternativamente, o paralelogramo que eles definem tem area
s A v - zero. Agora considere que v, gira em dire¢cdo ao eixo y. A
e 57 X E}. magnitude do produto vetorial aumenta até atingir um maximo

quando v, e v, sdo ortogonais. Como v, gira além de y, a
magnitude de v retrai, atinge zero quando v, = -v,, e quando v,
passa por —x, a direcao de v é alinhada com o eixo —z.



O Projeto do Predicado Orientacao 2D

Alguém poderia argumentar que um predicado que reporta se trés pontos sao
colineares seria necessario. Porém, ao invés de implementar tal predicado por si préprio, é
mais conveniente implementar um predicado mais geral que determinara também
colinearidade. Tal predicado de orientacdao no plano pode ter a seguinte assinatura

SIGN orient2d(const Point* pl, const Point* p2, const Point* p3);

onde o tipo do retorno é definido como
enum SIGN {

P, _©
NEGATIVE = -1, el
ZERO = 0, p /D/
-lo//
POSITIVE = 1

}; leftturn ~ colinear right turn

Se necessario a implementacao de varios predicados convenientes € agora simples. Os
seguintes predicados binarios delegam a requisicao que eles recebem para a funcao
orient2d, tal como

bool isLeftSide(const Point* pl, const Point* p2, const Point* p3) {
return orient2d(_pl, p2, p3) == POSITIVE;

}

bool areColinear (const Point* pl, const Point* p2, const Point* p3) {
return orient2d(_pl, p2, p3) == ZERO;

}

bool isRightSide(const Point* pl, const Point* p2, const Point* p3) {
return orient2d(_pl, p2, p3) == NEGATIVE;

}



Forma Matricial do Predicado Orientag¢ao 2D

Como a linha orientada P,P; divide o plano em pontos encontrando-se sobre, a
esquerda e a direita da linha, o sinal da expressao
Pl P3 b PE_PJ
identifica a localizagao do ponto P;. Se o sinal for positivo, P, esta a esquerda; se ele for
zero, P, estd sobre a linha; e se ele for negativo, P, esta a direita da linha. O produto
vetorial acima avalia o determinante

Tro —XT1 T3 — T9
Uo-—Yy Y3 — U2
gue por um lado pode ser expandido no determinante 3x3
I Lo —y Tg — I9
Y1 y2—Y1 Y3 — Y2
1 0 0
onde os dois valores x, e y, podem ser arbitrariamente escolhido. Somando a primeira
coluna com a segunda e o resultado da segunda com a terceira, obtém-se a equivalente

forma homogénea Ty Ty &3
i1 Y2 Y3
it & i

Interpretando essa expressao como trés vetores em 3D ao invés de trés pontos em 2D, o
teste particular a ser usado ira depender se esta testando a inclusao do ponto em questao
em um plano-médio aberto ou fechado. Se deseja determinar se um ponto encontra-se no
plano-médio esquerdo aberto, testa-se orient2d(..)==POSITIVE., € no plano-médio
esquerdo fechado, testa-se orient2d(..)==NEGATIVE



O Predicado em qual Lado do Circulo

Da mesma forma que dois pontos definem naturalmente uma linha que separa o plano
em duas regides, além da linha separando elas, trés pontos no plano P,, P, e P; definem um
circulo que divide o plano em duas regides, além do proprio circulo.

Matrix Form of the Side of Circle Predicate

A circle with center (., y.) and radius r in the plane has the equation

2

(2 —z)” + (y—ue)* =77,
which expands to
(22 +4°) — 2(zze + yye) + (22 + 42 —77) = 0.

qe
q .
p # p vt 2 py ¥k
More generally, Kﬁé . . \g glﬁ/

[ :-c

Alz*+ )+ Bz +Cy+ D=0 \ _./pg \ J/&pa \ _)pg

. o o | o on _
is the LQUHHDT:I of a circle in the pilam, provided that —’1 # 0. inside 2 outside
The equation above can be written as the determinant el circle vl
circie ; circie
O SN boundary

1 1
:r':f+yf ry 1y 1
3_‘§+y§ z2 ya 1

1

=0,
ZiHYE 3 Y3
where
rop 1 22y oy
A= Tra Yz 1 . B — .'17% +y§ Y2 11,
T3 Yz 1 r3+y; ys 1

T‘f +y% T I
C=|z3+y2 o 1|,
ri+y; ry 1

2 4 o2
Ty T1 W
D=|z24+y2 z 1w

*1'33‘9‘3!:';' Tz Y3 32




It is clear that the determinant in Eq. (2.1) vanishes if the point P(z,y)
coincides with any of the three points Py(zy,vy,), Po(x2,¥y2), or Psy(z3,y3).
Moreover, we know from § 2.2 that A = 0 if and only if the three given points
are not colinear.

It is also clear that all the points lying either inside or outside the circle gen-
erate a positive determinant and that the points lying on the other side generate
a negative determinant. Since exchanging any two rows in Eq. (2.1) would flip
the sign of the determinant, the order of the three given points does matter.
Clients of this predicate would likely rather not be careful in selecting a par-
ticular order for the three points and so it would be appropriate to take a small
efficiency hit and compute the 3 x 3 determinant for the orientation of the three
points in addition to computing the 4 x 4 determinant in Eq. (2.1). And so a
point P{x,y) can be classified with respect to a circle defined by three points
by evaluating the following equation:

g O B |
” T : 1
ri4+y; oy 1 > Il _yl 1
i/ R & 4 2 Y2
T3+ T2 Yo 5 b I
ri+y; za ys 1 :
< 0 inside,

= side_of_circle(P,P,,P5,F3;) { =0 on the circle boundary,
= () outside.
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Ponto mais Proximo em um
Segmento de Reta



PONTO MAIS PROXIMO EM UM SEGMENTO DE RETA UTILIZANDO PRODUTO INTERNO

Projecao do ponto C na reta AB:

C'=A+tc (B-A)

Valor paramétrico do ponto C’ no segmento AB:

_ ABoAC
i

tcr

(produto interno)

0<t <1

Projecao do ponto D na reta AB:

Ponto mais proximo de C no segmento AB:

P=C'

C

Valor paramétrico do ponto D’ no segmento AB:

_ AB<AD
i

oy

ty >1

Ponto mais préoximo de D no segmento AB:
P =B
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Algoritmos para
Intersecao de Segmentos de Reta



Segmentos de Retas e Intersecoes Fonte: [SKIENAO2]

Um segmento de linha s é a porcéo de uma linha L que se encontra entre dois
pontos dados , inclusive. Assim, os segmentos de linha sdo mais naturalmente
representados por pares de pontos extremos.

A mais importante primitiva geométrica em segmentos, testar se um determinado
par deles se cruzam, prova ser surpreendentemente complicada por causa de casos
especiais dificeis que surgem. Dois segmentos podem estar em linhas paralelas, o que
significa que ndo se cruzam em tudo. Um segmento pode intersectar a extremidade de
um outro, ou os dois segmentos podem estar em cima um do outro de modo que eles
se intersectem num segmento em vez de um Unico ponto.

Este problema de casos especiais geométricas , ou degeneracdo , complica
seriamente o problema da construcao de implementacdes robustas de algoritmos de
geometria computacional. A degenerescéncia pode ser uma verdadeira dor no
pescoco para lidar com eles. Leia qualquer especificacao do problema com cuidado
para ver se ele ndao promete linhas paralelas ou segmentos sobrepostos. Sem essas
garantias , no entanto, € melhor programar defensivamente e lidar com eles.

A maneira correta de lidar com a degeneracao é basear todos os calculos em um
pequeno numero de primitivas geométricas cuidadosamente elaborados.



COMO TRATAR A INTERSECAO DE SEGMENTOS DE RETA DE FORMA ROBUSTA E EFICIENTE?

Fonte: Ricardo Marques




1.11.7 Point of intersection of two straight lines

General form of the line equation

Fonte [VINCEO5]

Given ax + by +c=0
ﬂzx ¥ bl}’ -+ ("2 = 0
'xP — },p L8 =]
then ¢ bl & ¢ a b,
c, E’z a, ¢, a, bz
c.b.—ch a.c, —a.c
Intersect at x =21 12 g, = 251 1“2
ulbz N ﬂzbi

P -
ﬂlflz LIEEJI

The lines are parallel if a;b, — a,b; = 0

=Y
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Parametric form of the line equation

Given p=r+Aa q=s+eb

where r=Xxpltyg 8=xd+yg

and a= X+ }’aj b = x;i + }"bj

then A= xb(yS_}}R)_};h(xg _xR)
xfl'yﬂ _xayb

aﬂd e = xa(}IS_yR)_ya{xg_xR)

xb)}a o Iayb
Point of intersection Xp= Xp + Ax, Yp = VR T AYq
or Xp = X5 + €Xp, yp=yst+ €y

The lines are parallel if xpy, — x5 = 0
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INTERSECAO BASEADA NA REPRESENTACAO PARAMETRICA DOS SEGMENTOS

C
P=A+tAB(B—A) tep
P=C+tep(D-C) dc
=C+icp (V-
A
o o ®
'

Considere que as distancias dos
pontos C e D para a reta AB tém sinal:

dc >0 dp, <0
dC
Valor paramétrico do ponto P na reta CD: ‘
dc| e
w Jde]+[do] e —dp

M. Gavrilova and J. G. Rokne. (2000) “Reliable line segment

intersection testing”, CAD 32, 737-746
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INTERSECAO BASEADA NA REPRESENTACAO PARAMETRICA DOS SEGMENTOS

Distancia com sinal pode ser substituida por produto vetorial

Portanto:

Analogamente:

B

Area

Area =

(B—A)x(C—A)

2

Definicao: (dobro da) area orientada do triangulo

Observe que os sinais das distancias

B C
o
A
AB|-d ABx AC
Area = ‘ ‘ ¢ Area = ABxAC
orient2d(A,B,C)=(B-A)x(C-A)
_orient2d(A,B,C)
45
_ orient2d(A,B,D)
‘A—B‘ sao resolvidos naturalmente.




INTERSECAO BASEADA NA REPRESENTACAO PARAMETRICA DOS SEGMENTOS

Valor paramétrico do ponto P na reta CD:

C B A
P =G —a
D , .
orient2d(A,B,C) orient2d(A,B, D)
A AB AB

o orient2d(A,B,C)
Portanto: P orient2d(A, B,C) —orient2d(A, B, D)

P=C+tep(D-C)

- orient2d(C,D, A)
AB orient2d(C,D, A)—orient2d(C, D, B)

P=A+t(B-A)

Analogamente:




Segment_Segment_Intersection(u, v):
if both endpoints of u are over v then

return false
end if

return false
end if

if both endpoints of v are over u then

return false
end if

return false
end if

if uand v are collinear then

return false
end if

ou

orient2d(C,D, A) > 0||orient2d(C,D, B) > 0 |—
if both endpoints of u are under v then
orient2d(C,D, A) < 0||orient2d(C,D,B) <0
orient2d(A,B,C) > 0| orient2d(A,B,D) >0
if both endpoints of v are under u then
orient2d(A,B,C) <0 ||orient2d(A,B,D) < 0|~
orient2d(C,D, A) = 0||orient2d(C,D,B) =0
orient2d(A, B,C) =0 ||orient2d(A, B,D) = 0| ]
lel then | orient2d(C, D, A) = ori ,D, B) N
\-

if uan

return true
end if

re'furn false 0
MU/

if u touches v then

orient2d(A, B,

A,B,D)

(there are many cases)

orient2d(C,D,B) =

0| orient2d(C,D,A) <0

P=B

// When get to this point, there is an intersection point

orient2d(A,B,C)

fr =
b orient2d(A, B,C)—orient2d(A, B, D)

return true

P=C+tep(D-C)




Algoritmo para verificacao de
ponto dentro de poligono



Algoritmo do raio (ou tiro)
Philip Schneider and David Eberly Geometric Tools for Computer Graphics, 2003, p.70

14

0 1 3

Uma semirreta (raio) que parte de qualquer ponto dentro de poligono em uma
direcao qualquer cortara as curvas no bordo do poligono um numero impar de
vezes. Se a semirreta cortar a fronteira do poligono um numero par de vezes, o

ponto esta fora do poligono. .



Critérios para contar intersegdes do raio com um segmento de bordo

14 Intersecdo no interior do segmento: conta 1 vez

emento de bordo hd

13 12

Intersecao no ponto inferior do Intersecao no ponto superior do

segmento: conta 1 vez segmento: ndo conta
47



Precisao Numeérica
Aritmeética Exata e Adaptativa



Por que utilizar Aritmética Exata?

Fonte: Ricardo Marques

e Utilizar tolerancias hard-coded nao resolve!

— Uma tolerancia de 1e-07 pode ser suficiente para
modelos de dimensdes pequenas.

— Mas se o modelo possuir dimensdes de centenas de
km, 1e-07 € inexpressivo. Nesse caso, 1e+00 € uma
tolerancia bem mais aceitavel, representando um erro
relativo de 1e-05, ou seja, 1 cm.

— Ao mesmo tempo, uma tolerancia de 1e+00 pode nao
faz sentido em modelos pequenos.

* Com Aritmética Exata, tolerancias nao sao mais
necessarias.



O que é Aritmética Exata?

Fonte: Ricardo Marques

e Aritmética Exata € uma técnica para se fazer calculos
com alto nivel de precisao

— 1e-08 é zero? -3.1415e-10 é zero?

e Evita erros de arredondamento:
— 1e+08 + 1e-16 = 1e+08 ???

— Nos operadores de aritmética exata, todo numero (double)
de entrada é quebrado em duas componentes (numéricas)
nao-sobrejacentes e com ordem de grandezas diferentes.

— Ao se utilizar sucessivos operadores, componentes podem
ser quebradas novamente. Ao fim, todas as componentes
geradas sao unidas, minimizando erro numeérico.



O que é Aritmética Exata Adaptativa?

L=

vy Expansion

@

Component

T

Two-Sum

I—l—l—l—l—l—l;l-l-l-l-l-l

s, _F

L s e {}E } TEFH

T
1
@ Two-Product B, e
E Expansion Sumis) e\
A
i |.-'-" (el ms

A A

Terms
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Numerical analysis is clearly the first place to look for answers about accuracy in
a world of approximations. A lot is known about the accuracy of the output of a com-
putation given the accuracy of the input. For example, 1o get precise answers with
linear problems one would have to perform computations using four to five times the
precision of the initial data. In the case of quadratic problems, one would need forty
1o filiy times the precision. Sometimes there may be guidelines that help one improve
the accuracy of results. Given the problems with floating point arithmetic, one could
iry other types of arithmetic.

Bounded Rational Arithmetic. This is suggested in [Hoff89] and refers to restrict-
ing numbers 1o being rational numbers with denominators that are bounded by a
given fixed integer. One can use the method of continued fractions to find the best
approximation to a real by such rationals.

Max K. Agoston
Infinite Precision Arithmetic. Of course, there are substantial costs involved in Computer Graphics and Geometric

this.
_ _ Modeling
“Exact” Arithmetic. This does not mean the same thing as infinite precision .
arithmetic. The approach is described in [Fort95]. The idea is to have a fixed but rel- Sprl nger 2004
atively small upper bound on the bit-length of arithmetic operations needed to
compute geometiric predicates. This means thalt one can do integer arithmetic.
Although one does not get "exact” answers, they are reliable. It is claimed that bound-
ary-based faceted modelers supporting regularized set operators can be implemented
with minimal overhead (compared with [loating point arithmetic). Exact arithmetic
works well for linear objects but has problems with smooth ones. See also [Yu92] and
[CukM99].

Interval Analysis. See Chapter 18 for a discussion of this and also [HuPY96a] and
[HuPY96h].
_ _ A D

Just knowing the accuracy is not always enough if it is »
like. Geometric computations often involve many steps. Rather
accuracy only after data structures and algorithms have bees f B
perhaps also use accuracy as one criterion for choosing the
algorithms.

One cause for the problem indicated in Figure 5.48 is that
ent computations to establish a common fact. The question
segment intersected the edge of the cube was answered twice —
f and second by using the face g. The problem is in the reduntaugy e e sopreon
tation of the edge and the fact that the intersection is determined from a collection
of isolated computations. If one could represent geometry in a nonredundant way,
then one would be able to eliminate quite a few inconsistency problems. Furthermore,
the problem shown in Figure 5.48 would be resolved if, afier one found the intersec-
tion with face f, one would check for intersections with all the faces adjacent to f and
then resolve any inconsistencies.

Figure 5.48. Intersection inconsistencies due to
round-off errors.
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Introduction to Geometric Computing

Springer
2008

But how do we know, when starting the design of a system, whether floating
point numbers are adequate? The answer is sometimes easy. It is clear that
interactive computer games, or systems that need to run in real time in general,
cannot afford to use data types not provided by the hardware. This restricts the
usable data types to int, long, float, and/or double. It is also clear that systems that
perform Boolean operations on polygons or solids, such as the ones discussed in
Chapter 28, will need to use an exact number type. In general, however, this is an
important decision that needs to be made for each individual system. Genericity is a
powerful device at our disposal to attempt to delay the choice of number type as
long as possible, but to generate one executable or program, the various
compromises have to be weighed and the decision has to be made.

At this time there is no silver bullet to determine whether to sacrifice efficiency
and use an exact number type. A simple rule of thumb is to consider the
compromise between speed and accuracy. If the system requirements suggest
speed, then we have to sacrifice accuracy, and vice versa. The answer is of
course easy if neither is required, but it is more often the case that both are.
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This theme 1s the topic of Chapter 7, but lest this issue appear to be of mere
theoretical interest, an example 1s warranted. Consider clipping a segment
AB 1in the plane by the two positive (i.e., left) halfspaces of C'D and EF'.
In theory the resulting clipped segment does not depend on the order of the
two clipping operations. The code below uses the type float to compute the
final intersection point directly (Gd) by intersecting AB and E'F', and also
computes the ostensibly identical point indirectly (Gi) by first computing A H
then intersecting AH and E'F.
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int main()

{

const Point_E2f A(2,2), B(9,5);
const Point_E2f C(8,2), D(6.,5);
const Point_E2f E(4,1), F(5,6);

const Segment_E2f AB(A,B), CD(C.D), EF(E,F);

const Point_E2f Gd = intersection_of_lines(AB, EF);
const Point_E2f H = intersection_of_lines(AB, CD);

const Segment_E2f AH(A,H);
const Point_E2f Gi = intersection_of_lines(AH, EF);

A assert( Gd == Gi ); // fails

print{ Gd.x() ):
print{ Gi.x() );

print( Gd.y() );
print( Gi.y() )
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After finding that the coordinates differ, we print the sign bit, the exponent,
and the mantissa of the two z-coordinates then those of the y-coordinates (see
87.5).

10000001 00011010000000000000000
10000001 00011010000000000000001
10000000 100001000000000000O0COOOO
10000000 100001000000000000000OOO

oD O B

And so we see that the direct computation of the z-coordinate leads to a man-
tissa with a long trail of zeros, whereas the indirect computation leads to an
ending least-significant bit of 1. This single-bit difference suffices for the
equality operator to conclude that the two points are not equal. Performing
the same computation using a combination of indirect steps only reduces the
quality of the resulting floating point coordinates.
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