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Abstract. This paper describes an algorithm for generating structured three-dimensional
finite element meshes using transfinite mapping. This method performs a cubic spline
blending of discrete cross-section meshes that are arbitrarely placed in space. Corresponding
nodes along the cross-section meshes are identified and cubic spline curves are generated
interpolating these nodes. The solid mesh is generated by creating nodes along the
interpolating spline curves. The cross-section meshes must be equivalent in topology, but may
have diferent size, shape, and orientation. One technique for automatic recognition of nodes
and elements on the input cross-section meshes is presented. This technique is important
because it provides the independency of the algorithm with respect to the data structure of the
pre-processor used for generating the cross-section meshes.
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1 INTRODUCAO

Técnicas de construcdo de malhas de elementos finitos podem ser classificadas como malhas
estruturadas e malhas ndo-estruturadas. Malhas estruturadas sdo aquelas que apresentam uma
ordenacdo espacial uniforme com um arranjo topoldgico pré-determinado. Por outro lado, as
mal has ndo-estruturadas tém um ocupacdo espacia arbitraria. Dentro da construcdo de malhas
estruturadas existem as técnicas de mapeamento que possuem diversas aplicacdes na
modelagem de superficies e sdlidos e na geragdo de malhas de elementos finitos. Uma das
técnicas de mapeamento muito utilizada é o sweep. Nesta técnica, a geracéo de superficies ou
solidos é feita através do “arrasto” de uma se¢éo transversal bidimensional (ou contorno no
caso da geracéo de superficies) ao longo de uma tragjetéria no espaco. O sweep mais Smples é
o trandacional, também chamado de extrusdo, em que o0 “arrasto” da érea é feito ao longo de
uma linha reta. De modo idéntico, 0 sweep rotacional é definido pela rotacdo de uma secéo
transversal em torno de um eixo. O sweep mais genérico pode ser definido por mudancas de
tamanho, forma e orientagcdo da secdo transversal combinadas com um “arrasto” ao longo de
umatrajetériatridimensional [1].

No trabalho de Gomes Coelho [2] sdo apresentadas algumas técnicas de construcdo de
malhas de superficies que podem ser criadas a partir de curvas espaciais, incluindo o sweep. No
contexto do trabalho de Gomes Coelho, o0 sweep para superficies é definido por duas curvas:
uma define as secles transversais em cada passo e outra a trgjetéria de arrasto. A idéia deste
tipo de sweep pode ser estendida para a geracéo de solidos.

Um outro tipo mais genérico de geracdo de malhas de superficies utilizam as superficies de
Gordon [3] que interpolam um conjunto de curvas em duas direcfes. Um tipo de abordagem
semelhante foi utilizado para gerar malhas sdlidas por interpolacéo entre secdes transversais,
conforme abordado por Fonseca [4], ou anteriormente por Peruchio [5]. A interpolacdo entre
secles transversais utiliza uma spline cubica passando por cada ponto correspondente das
secOes. Gordon e Hall [6] definem esse tipo de construcdo de malha solida como Mapeamento
Transfinito Tridimensional (MTT) e neste trabalho também sera tratado como tal.

Este trabalho apresenta um procedimento de construcdo automética de malhas sdlidas de
elementos finitos através de mapeamento transfinito tridimensional, partindo-se de uma
sequéncia de segOes transversais discretizadas que podem ter tamanho, forma e orientacéo
distintas, mas que sgjam topol ogicamente idénticas. Apresenta-se um agoritmo capaz de fazer
o reconhecimento automético dos pontos e elementos entre as secdes transversais, de modo a
tornélo independente das estruturas de dados de pré-processadores e de como as secdes
transversais sdo criadas. A interpolacdo entre seces transversais é feita através de curvas
spline cubica.

Havendo secOes transversai s topol ogicamente idénticas, o problema principal da construgéo
da maha solida consiste na identificacdo e relacionamento dos pontos em cada secéo
transversal para que sgja aplicada a técnica de mapeamento transfinito tridimensional. A
solucdo desenvolvida neste trabalho foi feita introduzindo um ponto base em cada secéo
transversal, pertencente a esta, que permite o relacionamento dos pontos restantes. A idéia
basica do algoritmo € criar listas de arestas dos elementos de superficie da secéo transversal, a
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partir do ponto base, guardando os indices inicial e final dos pontos (n6s da secdo transversal).
Se as listas de arestas forem construidas de modo idéntico para todas as segdes transversais, €
possivel fazer a correlagdo dos pontos entre secOes quando as listas de arestas forem
percorridas de forma linear.

Os elementos das secOes transversais devem ser triangulares ou quadrilaterais, gerando,
respectivamente, elementos pentaedrais e hexaedrais.

2 DESCRICAO DO ALGORITMO

Em muitas aplicacbes de modelagem sdo conhecidas sequiéncias de secles transversais do
objeto que se quer modelar. Este aspecto motiva a criagéo de procedimentos de construcéo do
modelo a partir de suas segOes transversais. Esta secdo apresenta um procedimento de
construcdo de malhas solidas através de MTT partindo-se de uma seqiiéncia de superficies
discretizadas que podem ter tamanho, forma e orientacdo distintas, mas que devem ser
topol ogicamente idénticas. O termo “topologicamante idéntica” significa que as segbes devem
apresentar uma mesma ordenacdo espacial e ter 0 mesmo nimero de elementos, pontos,
arestas internas e externas.

A construcdo da malha sdlida se resume em: dado um conjunto de segdes transversais
discretizadas, criar segdes transversais intermediérias e depois relaciona-las para a geracdo dos
elementos solidos. Entre cada par de segdes transversais fornecidas pode-se ou ndo gerar um
numero especifico de secles transversais intermedi&rias.

2.1 Reconhecimento dos Pontos das SegOes Transver sais

Nesta secdo descreve-se 0 algoritmo para fazer o relacionamento entre os pontos das
secOes transversais. Os seguintes dados s8o indispensaveis ao algoritmo (vide Figura 1):

Uma série de secOes transversais que ndo se interceptam, discretizadas em elementos
triangulares ou quadrilaterais.

Pontos bases conhecidos em cada secdo transversal no qual uma curva spline ira
percorrer. O ponto base deve se situar no contorno da secéo transversal.

O primeiro passo do agoritmo consite em orientar todas as segdes transversais em uma
mesma direcdo com respeito a curva spline.

A idéia béasica do agoritmo é criar listas de arestas guardando os indices inicia e final dos
pontos (nds) das arestas para cada se¢o transversal. Se as listas de arestas forem construidas
de modo idéntico para todas as secles transversais, € possivel fazer a correlacdo dos pontos
entre secOes quando as listas de arestas forem percorridas de forma linear.

A construcéo de cada lista de arestas segue 0s seguintes passos. (a) identificar o elemento
gue inicia a construcdo da lista de arestas; (b) adicionar a lista de arestas as arestas do
elemento inicial; e (c) construir o restante da lista de arestas percorrendo os elementos
adjacentes a0 elemento inicial, seguindo recursivamente para 0s outros el ementos adjacentes.
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Figura 1 - Secles transversais de um modelo sdlido.

2.1.1 Escolhado Elemento Inicial

A partir do ponto base é feita a escolha de um elemento que inicia a construcéo da lista de
arestas. Quando o ponto base possui apenas um elemento adjacente, esse elemento € escolhido
automaticamente. Caso 0 ponto base tenha mais de um elemento adjacente escolhe-se o
elemento que possui uma de suas arestas pertencentes ao contorno da secdo com o ponto base
identificado como inicial (“i”) nessa aresta. A Figura 2 ilustra um exemplo para a escolha do
elemento inicial. H& trés elementos adjacentes ao ponto base: “a’, “b” e “c”’. Dois elementos
tém arestas de contorno (&’ e “c”). Apenas o elemento “c” tem o ponto base identificado
como ponto inicial na aresta de contorno do elemento. O elemento “c” é entdo escolhido como
inicial.

ELEMENTOS J i i—ponto inicial
;" j-ponto final
J

ADJACENTES

ELEMENTO
INICIAL

INTERIOR PONTO J \ ARESTA DE

ARESTA
BASE CONTORNO

(a) (b)

Figura 2 - Escolha do elemento inicia paralista de arestas.

Em secOes transversais que séo topologicamente idénticas, mas com o0s pontos base
identificados em posi¢des incoerentes geometricamente, € possivel que os elementos gerados
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sgiam invdidos. Neste trabalho é feito um teste para diminuir a possibilidade de elementos
invadidos comparando-se o nimero de elementos adjacentes ao ponto base em cada secéo
transversal. Caso estes sgjam diferentes o processo ndo segue. A Figura 3 ilustra esse caso.
Mesmo considerando secOes transversais idénticas topologicamente, os elementos gerados
segundo o MTT podem ser invélidos geometricamente (auto-intersegdo, por exemplo). Tais
situagOes deverdo ser identificadas com testes a posteriori.

MAPEAMENTO (A) MAPEAMENTO (B)

\ PONTO BASE/

Figura 3 - Pontos base sel ecionados em posi ¢oes incoerentes.

2.1.2 Construcdo daListadeArestas

A partir do elemento inicial escolhido em cada se¢éo transversal faz-se a construcdo da lista
de arestas para cada secdo. A lista de arestas € inicializada com as arestas do elemento inicial,
segundo a conectividade deste elemento. A aresta que fica no topo da lista deve pertencer ao
contorno e possuir o ponto base identificado como inicial. Esta escolha garante a vaidade
topologica dos elementos gerados, conforme descrito mais adiante. A Figura 4 ilustra a
construcdo de uma lista de arestas para um elemento inicial.

ELEMENTO
INICIAL

\L \/ \le\o FITAL

ARESTA ARESTA ARESTA

a > >
5 > © @ ®
T ‘ LISTA DE ARESTAS INICIAL
PONTO —/ ARESTAS

BASE

“\%

Figura4 - Listade arestas para o elemento inicial.

As arestas incluidas na lista sd0 “marcadas’ para evitar repeticBes. As insergdes seguintes
nalista de arestas obedecem os seguintes passos:
(a) A arestano topo dalista se torna a aresta corrente.
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(b) O elemento adjacente a aresta corrente € o proximo a ser visitado.

(c) As arestas adjacentes ndo marcadas por elementos ja visitados sdo incluidas no fina da
lista de arestas.

(d) A aresta corrente passa a ser a proxima aresta na lista de arestas e o processo € retomado
a partir de (b). Quando todos os elementos tiverem sido visitados, e todas as arestas
incluidas nalista de arestas, 0 processo termina.

O processo € repetido para todas as segdes transversais produzindo assim um conjunto de
listas de arestas construidas de modo idéntico.

A Figura 5 ilustra uma secéo discretizada em quatro elementos quadrilaterais. O ponto base
€ o0 ponto identificado como 7. O elemento 3 é o inicial. A seqiiéncia de arestas obtida segundo
0s passos descritos é aseguinte: k, i, f, h, 1, ], g,d, a, c, eeb.

Com a seqliéncia de arestas obtida para todas as secOes transversais, identificando também
se a aresta € de contorno ou interna, é possivel fazer um teste de consisténcia entre secoes.
Esse teste é feito comparando o nimero de arestas de contorno e internas entre as secfes
transversais. Caso ndo ocorra igualdade entre os nimeros de arestas significa que as secdes
ndo sdo topologicamente idénticas, ndo sendo possivel continuar com o agoritmo. As arestas
do contorno de uma maha de secdo transversal sdo identificadas por terem somente um
elemento adjacente. As arestas do interior tém dois elementos adjacentes.

1 a 2 b 3
f © 9 @ @
4 f 5 g 6 ORIENTACAO
DA
CONECTIVIDADE
h ® i @ ]
7 k 8 1 9

PONTO BASE /

Figura5 - Exemplo para construgdo da lista de arestas.

2.1.3 Obtencéo dos Pontosa partir da Lista de Arestas

Os indices dos vértices de cada aresta descrita na secdo anterior contém a informacéo
topoldgica necessaria a obtencdo da seqiéncia de pontos de cada secdo transversal. A
sequéncia de pontos pode ser obtida percorrendo-se a lista de arestas do inicio ao fim,
pesguisando-se os pontos da aresta corrente que ainda ndo foram inseridos em um vetor de
pontos (ou em outra estrutura que permita armazenar os pontos sequencialmente). No fim do
processo tem-se uma sequéncia de pontos para uma determinada secéo transversal. Para o
exemplo da Figura 5 tem-se a seguinte sequéncia de pontos: 7, 8,5, 4,9, 6,2, 1 e 3.

Para todas as se¢Oes transversais sd0 obtidos vetores de pontos que sdo sequéncias de
pontos montados a partir das listas de arestas. Desta forma, a correlagdo entre os pontos em
cada secdo transversal € dada pelo indice no vetor.
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2.2 Interpolacao

Cada conjunto de vértices identificados pelo indice define uma trajetdria poligona usada
para interpolar uma curva spline cubica por trechos [2,7]. Esta representacdo de curva
continua permite calcular os pontos das segdes transversais intermediarias. Esta formulacdo
também permite que se subdivida as curvas da forma desgada, com trechos iguamente
espacados ou com uma razdo qualquer definida a priori.

3 IMPLEMENTACAO E EXEMPLOS

O agoritmo anteriormente descrito foi incorporado em uma biblioteca computaciona que
inclui alguns outros algoritmos geradores de mahas desenvolvidos por outros trabalhos. Os
objetivos no desenvolvimento desta biblioteca foram:

- Disponibilizar os agoritmos para programas que necessitem de malhas de e ementos

finitos;

Tornar os agoritmos independentes dos programas de pré-processamento;

Permitir a programacdo dos pré-processadores sem preocupagdo com os agoritmos
especificos;

Padronizar os argumentos de entrada e saida dos algoritmos.

A Flgura 6 mostra a descricdo da funcéo que gera a malhas de elementos finitos por MTT.
Os argumentos destas funcbes sdo apresentadas na forma de um pseudo-cddigo similar a
linguagem C. A descricBo de outras fungbes que geram mahas de elementos finitos
bidimensionais e tridimensionai s encontra-se em outro trabalho do mesmo autor [8].

Msh3DMapp (nome da funcéo)

Argumentos de entrada:
Int ns, /* Namero de superficies (se¢les transversais) */
Int *ids, /* Vetor comos indices dos pontos bases em cada */
/* Superficie */
Int *div, /* Vetor como nunmero de superficies entre */
/* superficies principais */
Int np_sup, /* Niamero de pontos em uma superficie */
Doubl e **pts_sup, /* Matrix (ns x np_sup*3) com as coordenadas dos */
/* pontos das superficies */
I nt ne_sup, /* Nirmero de el enentos em uma supererficie */
I nt **conn_sup, /[* Matrix (ns x ...) comas conectivi dades dos */
/* elenmentos das superficies */
Argumentos de saida:
I nt *n_node, /* Namero de nés gerados */
Doubl e **coords, /* Coordenadas dos nds da mal ha */
Int *n_elem /* Nimero de el enentos gerados */
Int **conn /* Conectividade dos el ement os */

Figura 6 - Pseudo-cédigo da funcdo que geraa malha por MTT.
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Com vista a implementar a funcéo que gera malhas, adotou-se um pré-processador para
modelagem tridimensional de elementos finitos que tem demostrado ao longo dos anos
(inclusive remodelado a partir de varios testes-pilotos e de uso em simulactes reais) ser capaz
de atender eficientemente grande parte das necessidades da modelagem tridimensiona: o MG
[9].

O MG é um gerador de malhas para modelos tridimensionais de elementos finitos
implementado por Gomes Coelho [2] e proveniente do Convénio PUC-Petrobras. Neste
trabalho, 0 MG foi estendido paraincorporar a geracdo de malhas solidas de elementos finitos.

O MG foi desenvolvido usando linguagem C padrdo ANSI seguindo uma disciplina de
programacado orientada a objetos. O programa utiliza as bibliotecas graficas G3D e V3D [10] e
IUP/LED, um toolkit portétil para interface com o usuério [11]. O modelo de interface
utilizado no MG é resultado de um trabalho de avaiacdo feito com testes-pilotos de
modelagem, discutidas por Gomes Coelho e de Souza [12]. Detalhes sobre as técnicas
desenvolvidas e uso do MG encontram-se no trabalho de Gomes Coelho [2] e no manual do
MG [9].

No ambiente do MG, as secOes transversais devem estar ligadas por uma curva que permite
identificar os pontos bases de cada secdo transversal e 0 nimero de secfes intermediérias entre
secdes. Os pontos bases sdo 0s pontos onde as curvas e segdes transversais se interceptam. O
nimero de segdes intermedidrias entre duas segdes transversais € o nimero de divisdes dos
trechos da curva que liga essas seces. O reconhecimento da ordem das secOes transversais é
feito de modo automatico, sem que haja necessidade do usuério informar sequiencialmente as
secgoes.

A Figura 7 ilustra um gancho construido por mapeamento. A Figura 8 mostra as secdes
transversais. O modelo tem uma segdo transversal inicia circular que muda longitudinamente
de tamanho e forma. A secdo circular inicial se torna menor e depois muda para uma secéo
retangular. Essa secéo retangular segue constante e na ponta do gancho a secéo transversal
torna-se quadrada. Tem-se no total 10 secOes transversais que estdo ligadas por curvas que
definem as secles transversais intermediarias e 0s pontos bases.

A Figura 9 mostra um modelo de corpo de prova retangular muito utilizado em livros de
Resisténcia dos Materiais e Teoria da Elasticidade para exemplificar zonas de concentracéo de
tensdes. O modelo é constituido de uma barra prismética onde ha uma diminui¢do brusca da
secdo transversal no meio da barra, e € aplicada uma forca de tracdo nas extremidades. As
superficies utilizadas na construgdo do modelo estdo mostradas na Figura 10: sdo trés
superficies construidas com mapeamento transfinito bilinear [13]. As extremidades da barra
foram construidas com extrusao e o afunilamento da secdo transversal através do mapeamento
transfinito tridimensional. A Figura 11 mostra os elementos gerados internamente. Nesse
modelo foram criados apenas elementos hexagdricos (brick).

A Figura 12 mostra o modelo cortado longitudinal mente com os campos de tensdes normais
a secdo transversa representados graficamente por faixa de cores. E possivel observar a dta
concentracdo de tensdes, representado em vermelho, estando aparentemente de acordo com a
literatura da Teoria da Elasticidade.
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Figura 7 - Gancho construido por mapeamento transfinito tridimensional.
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Figura9 - Modelo de um corpo-de-prova.
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Figura 10 - Superficies bases para o corpo-de-prova.
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Figura 11 - Mahas geradas para o corpo-de-prova.
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4 CONCLUSAO

Foi descrito um procedimento de construcéo automética de mahas sdlidas de elementos
finitos através de mapeamento transfinito tridimensional partindo-se de uma sequéncia de
secOes transversais discretizadas que podem ter tamanho, forma e orientagdo distintas, mas que
segjam topol ogicamente idénticas. Apresenta-se um algoritmo capaz de fazer o reconhecimento
automético dos pontos e elementos entre as secOes transversais, de modo a tornélo
independente das estruturas de dados de pré-processadores e de como as secles transversais
sdo criadas. A interpolacdo entre secles transversais € feita através de curvas spline cubicas.

O problema da identificacdo e relacionamento dos pontos em cada secéo transversal foi
resolvido introduzindo em cada secdo transversal um ponto base que permite fazer o
relacionamento dos pontos restantes. A partir dos pontos bases sdo criadas listas de arestas,
gue guardam os indices inicia e fina de cada ponto, em cada se¢do transversal e que torna
possivel fazer a correlacdo dos pontos entre secfes transversais.

O algoritmo foi incorporado em uma biblioteca computacional de algoritmos de geracéo de
malhas de elementos finitos e utilizado em um pré-processador tridimensional. Dois exemplos
s80 apresentados para mostrar as pontencialidades do algoritmo.

O agoritmo que faz o reconhecimento das malhas das secOes transversais independe de
como estas malhas sdo criadas, desde que as segdes sgjam topol ogicamente equivalentes. Uma
consequéncia do algoritmo, ja que trabalha com topologia, é a possibilidade de se trabalhar
com secles transversais ndo planas. Entretanto, ainda € necessario desenvolver testes para
verificar a validade dos elementos gerados pois as curvas splines podem sofrer auto-intersecéo
e 0s elementos podem resultar distorcidos.
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