Demonstracao de que a linha neutra passa pelo centro de gravidade
Foi mencionado anteriormente que, no caso da flexao simples (sem esfor¢co normal), a linha neutra
(linha com valores nulos de tensdes normais o;) passa pelo centro de gravidade da secao
transversal. Agora isso vai ser demonstrado. Para tanto, basta considerar a expressao para
distribuicao das tensdes normais e a condi¢do para flexdo simples (esfor¢co normal nulo):

o,=E—L ¢ N=jadi=0.
P A

Combinando essas duas expressdes chega-se a:

jddi:I EidA=—£jydA=o = jydA=0
A A P P a A

A equagdo j yvdA = 0 s6 € satisfeita se a origem do eixo y estiver no centro de gravidade da secao
transversal. Isto quer dizer que, para flexao simples, a linha neutra passa pelo centro de gravidade
da se¢do, enquanto as tensdes normais permanecerem em regime eldstico.

Relacao entre o momento fletor e a curvatura da viga

Pode-se obter uma relagdo entre a curvatura do eixo da viga (que estd associada a sua
concavidade) e o momento fletor em uma se¢do transversal.

Considere as seguintes expressoes que foram mostradas anteriormente:

Relacdo entre momento fletor e tensdo normal: | M = J-(—y)~ o dA
A

Relacdo entre tensdo normal e curvatura: | o, = E—~

Se a segunda expressao for introduzida na primeira, resulta em:
M:J‘ (—y)-E-_—ydA
A P

Nesta integral, os parametros E (mddulo de elasticidade) e 1/ p (curvatura) ndo variam para uma

dada secdo transversal. Portanto, estes parametros podem entrar multiplicando a integral
externamente:

M=£J-y2dA
PJa

Observe que os dois sinais negativos de y se cancelaram. A integral que aparece na expressao
acima € uma propriedade geométrica associada a secdo transversal que ¢ denominada momento de
inércia:

Introducdo a Analise de Estruturas — Luiz Fernando Martha 39



Finalmente, chega-se a uma relagdo entre o momento fletor e a curvatura:

i_m
p EI

A andlise desta relagdo resulta em importantes conclusdes sobre o comportamento de vigas
submetidas a cargas transversais. Conforme mencionado anteriormente, quando o momento fletor é
positivo (M > 0), as fibras superiores da secao transversal sdo comprimidas e as fibras inferiores sao
tracionadas. Isto estd associado a uma deformac¢do da viga com a concavidade para cima.

P
Se¢do Segdo Se¢do Segdo At Enrugamento
; E D, face a compressédo
\ &/ i
_—— - .
e =11
— | e =

Para momento fletores negativos (M < 0), o inverso ocorre: a viga tem uma deformag¢do com
concavidade para baixo, as fibras superiores da secao transversal sdo tracionadas e as fibras
inferiores sdo comprimidas.

Pode-se concluir que nas se¢des transversais onde o momento fletor tiver um valor nulo (M =0), a
curvatura (concavidade) é nula. Isto €, para M =0, (1/p)=0. De fato, quando uma barra ndo tem
momento fletor (e por conseguinte também ndo tem esfor¢o cortante), ela se deforma sem
curvatura, isto €, mantendo-se reta. Esse € justamente o caso de barras de trelica, que s6 t€ém
esfor¢co normal.

A figura abaixo mostra a configuracao deformada e o digrama de momentos fletores de uma viga
continua submetida a uma carga transversal uniformemente distribuida.

q
A A A
pAN 7~ 7~ ~ 7~

Ponto de inflexdo
(mudangca de concavidade)

Configuracio deformada (desenhada de forma exagerada):

___________

@ 2 | A N S A \e AN

Repare que nos trechos onde o momento fletor € negativo a concavidade € para baixo e nos trechos
onde o momento fletor é positivo a concavidade € para cima. Nos pontos onde o momento fletor se
anula hda uma mudanca de concavidade. Estes pontos sdo chamados de pontos de inflexdo.
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Relacao entre tensao normal e momento fletor

Utilizando a relacdo entre a tensdo normal e a curvatura e a relagdo entre o momento fletor e a
curvatura, chega-se a uma relacdo direta entre a tensao normal e 0 momento fletor:

M-
=M - O',(=—_y

I ,
Yo I I

Com base nesta expressao pode-se determinar a tensdo no bordo inferior e a tensdo no bordo
superior de uma secao transversal submetida a um momento fletor:

_M-y;
I

_M'ys
I

O-i € O-S =

osy Yy

SRS

---------------- —o, o\ ¥ .1

Superficie neutra Y y

Secao
<->‘ transversal
G;

[ — . — P

Sendo y; e y; as maximas distancias dos bordos inferior e superior a linha neutra, respectivamente.

Os sinais dessas expressoes estdo consistentes com a convencao de sinais para momentos fletores.
Isto é, momentos fletores positivos estao associados a trag@o (tensdo normal positiva) das fibras
inferiores (y < 0) da viga e a compressao (tensdo normal negativa) das fibras superiores (y > 0):

0; >0 para y<0
M>0 =
0,<0 para y>0

E momentos fletores negativos estdo associados a compressao das fibras inferiores e a tracio das
fibras superiores.

0;<0 para y<0
M<0 =
o,>0 para y>0

Vé-se nas expressoes mostradas acima para o; € 0; que as tensdes nos bordos inferior e inferior s6
dependem do valor momento fletor M das relacdes geométricas y/I e y/I. Estas relacdes s6
dependem da geometria da secao transversal e sdo chamadas de mdodulos de resisténcia a flexdo da
secdo transversal:

I . A e e
W; =—| (mddulo de resisténcia inferior)
Yi
I . oA .
W, =—/| (modulo de resisténcia superior)
Ys
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Dessa forma, as tensdes nos bordos inferior e superior da secao transversal ficam determinadas
pelas expressoes:

M
o, =—ro e o, =——
Wi Wi

No caso geral, os valores dessas tensdes sao diferentes pois a distancia do centro do centro de
gravidade da secdo transversal aos dois bordos € diferente, como nas se¢des do tipo T mostradas

abaixo:
¥
e g CE s
E'fi }’i

No caso de secdes transversais simétricas em relagcao a linha neutra, isto €, nas quais o centro de
gravidade se situa na metade da altura da sec@o, tem-se que y; = y, e, portanto, W; = W,. Isso ocorre,
por exemplo, em secdes transversais retangulares ou em perfis I ou H:

cc |15 g ¥, cal | [x
¥ ¥ ¥

Para essas secdes, as tensdes nos bordos inferior e superior sao iguais em modulo, isto é:

O

W=W=W. N

o =lo] =2
w —

Influéncia do momento de inércia da secao transversal

O momento de inércia da secdo transversal é uma propriedade geométrica que depende de sua
orientacdo com respeito ao plano onde ocorre a flexdo da barra. Tome, por exemplo, a se¢cao
retangular mostrada abaixo.

10 cm
[

b-h? 10-30° . 30cm . .
S = [_b-h’ 3010
== =
Logo 12 12
5 4 Logo
=22500cm
: Posi¢do 2 [ =2500 crn4

Posigdo 1
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De uma maneira geral, o momento de inércia para esta se¢do € |I = , sendo b a base e & a altura

do retangulo.

O momento de inércia para a posi¢ao 1 (viga em pé€) € maior do que o momento de inércia para a
posic¢ao 2 (viga deitada), pois no primeiro caso a altura 4 tem o maior valor.

Portanto, a orientagdo da viga € importante para a sua resisténcia a flexdo. Uma viga biapoiada com
a secdo em pé vai apresentar flexdes menores (menores curvaturas) do que a mesma viga com a
se¢do deitada.

P
b o .
e '-f‘ Secdo da viga
[ - - e P ,[ Posigdo 1 de pé
< " i a

=~ Segliodaviga
. Ih Posigdo 2 deitada

As orientacdes das se¢des da primeira linha abaixo sao mais resistentes do que as orientagdes da
segunda linha:
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Exemplo de determinacao de tens6es maximas para uma viga biapoiada

Considere uma viga biapoiada de madeira de 2 metros de vao, com uma se¢ao transversal retangular
de 10 x 30 cm, sujeita a uma carga uniformemente distribuida de 30 kN/m.

Allllllllllllllll LLLLLLLLLLELLLLL 4= 30 KN/m
AN C A\B

I%l=2m=200cmél

2 ()

Mc = +qI%/8 =15 kNm = 1500 kNcm

O momento fletor maximo na viga ocorre na se¢ao central C e o valor € M¢ = +1500 kNcm
(tracionando as fibras inferiores). As tensdes normais méaximas ocorrem na se¢do central, pois
correspondem ao valor maximo do momento fletor. Como a se¢ao € retangular, a tens@o no bordo
inferior (de tracdo) € igual em mddulo a tens@o no bordo superior (de compressao).

Os valores das tensdes maximas dependem do posicionamento da se¢do transversal. Duas situacoes
serdo estudadas: viga em pé e viga deitada.

Posicdo 1: viga em pé

4;};&{

Deformagao da viga

100 em ' Posigdo da viga (de pé)
200 cm |
10 cm yi=ys=15cm
N : b-h® 10-30°
12 12 o, = Mc¥i 150015 _ 1 4\/em? = +10 MPa
Logo: I 22500
4
= 22500 cm . .
o =-Mc¥s 150015 1y Ni/em? =—10 MPa
’ I 22500
1 kN/cm? F.=F,=(1kN/cm?-15cm-10cm) / 2

\\
\\
A\

% ) % Fe=75kN  p=75kN - 15cm
15 cm ‘—T
= 4** 20 cm )

15 cm _i/_
i Ft =75 kN M = 1500 kNcm

1 kN/cm?

E interessante observar que a resultante F; das tensdes de tragcdo e a resultante F, das tensdes de
compressdo ao longo da se¢do transversal sdo iguais em valor e t€m sentido contrario. Isto esta
associado ao fato do esfor¢o normal ser nulo na secao transversal: N = I 0,dA = 0. Outro fato
interessante é que o momento formado pelas resultantes F; e F,, com um braco de alavanca de 20
cm, € igual ao valor do momento fletor M¢ na secao transversal.
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Posicdo 2: viga deitada

Se¢do da viga (posigdo da viga deitada)

30 cm
10cm 7 /////////////
A B 0
— b-h3  30-103 mnEem
///////////% | 5 =" " o =Mcyi 15005 _ 5N /em? = 430 MPa
= i /
L% Lo I 2500
[ = 2500 cm? oo Meyo 15005 o o
I 2500
3 kN/cm? F.=F,=0BkN/cm?-5cm-30cm) / 2

A\
A\

E N % Fe=225KkN  pr=205kN-20/3 cm
5cm ‘—_4\— /
4** = 20/3 cm >

5cm JL
i Ft =225 kN ‘M =1500 kNem)

3 kN/cm?

As seguintes conclusdes podem ser obtidas da comparagdo entre a anélise da viga de madeira em pé
e deitada:

O posicionamento da viga deitada apresenta uma curvatura maior do que para o caso da viga em
pé.

O posicionamento da viga deitada apresenta tensdes normais maiores do que para o caso da viga
em pé.

As resultantes de tensoes de tracdo e de compressdo sdo maiores para a viga deitada.

O momento resultante das tensdes de tracdo e de compressao € igual para a viga em pé e para
viga deitada, e € igual ao momento fletor na se¢do transversal.

No caso da viga deitada, o braco de alavanca entre as resultantes de tracdo e compressao é
menor do que para a viga em pé. Este € o motivo pelo qual na viga deitada se desenvolvem
maiores tensdes normais, pois 0 momento resultante tem que ser sempre igual a0 momento
fletor na se¢do.
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Exemplo de determinacao de tens6es maximas para uma viga biapoiada com

balancos e secao transversal do tipo T

Considere a viga mostrada abaixo. A secdo transversal também esta indicada.

E 24 KN/m E
Fi JWTHLLLTTTLLL *l

L

<2m=

Os parametros que definem as dimensdes da
secdo transversal sdo:

d =50 cm (altura da secao)

t, = 12 cm (largura da alma)

b =40 cm (largura da mesa)

tr=10 cm (espessura da mesa)

6m

b

=

H
Loy

[ B

O momento de inércia e as distancias dos bordos
ao centro de gravidade sdo:

1=203697 cm*

yi=31.4cm

ys = 18.6 cm

O diagrama de momentos fletores da viga estd mostrado abaixo, sendo que o momento fletor
maximo positivo € M¢ =+ 54.75 kNm = + 5475 kNcm e o momento fletor maximo negativo €

Mp=—-"T72 kNm = - 7200 kNcm:

—72.00
@ [KNm] —36 00
A B AE F
l=— 325 m 9‘54 75 |
f 4m 6m <2m
Tensdes normais na secio C:
. . 5.0 MPa

o, =- Mc-y, 5475186 _ kN/cm? =-5.0 MPa MC 5475 kNecm

: I 203697 \; 18.6 cm

=
L. . 31.4
o =McYi 5475314 _ 04 iN/em? = +8.4 MPa é\ o
I 203697
8.4 MPa
Tensdes normais na secio B:
. 6.6 MPa

o = MpYs _ Z7200186 _ 4 66 N /em? = 6.6 MPa

: I 203697 7/ 186cm My =7200 kNem

=
L. _ 314
o, = MsYi 7200314 _ 4 494N /em? = ~11.1 MPa /é «°
I 203697

11.1 MPa

Um possivel critério de dimensionamento seria comparar a maxima tensao normal obtida (11.1
MPa) com o valor da tensao admissivel do material utilizado. Se ultrapassasse, seria necessario
redimensionar a se¢do transversal, provavelmente aumentando a sua altura, de forma a aumentar o
momento de inércia da secdo e o braco de alavanca entre as resultantes de tracdo e de compressao

na secao.
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