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Exemplo de solucao de um pértico com 3 deslocabilidades pelo Método dos Deslocamentos
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Todas as barras da estrutura do exemplo tém as mesmas
propriedades elasticas e de se¢do transversal. O material
adotado tem médulo de elasticidade E = 1.2x107 kN/m?2.
A secdo transversal das barras tem area A = 1.2x102 m?2 e
momento de inércia [ = 1.2x10-3 m*.

A figura acima também indica a configuragdo deformada
da estrutura (com uma amplificacdo de 450 vezes) e as
deslocabilidades D1, D> e D3, correspondendo, respectiva-
mente, aos deslocamentos horizontal e vertical e rotagdo
do né interno. Deslocabilidades sdo as componentes de
deslocamentos e rotagdes nodais que estdo livres, isto &,
que devem ser conhecidas para determinar a configura-
cdo deformada de uma estrutura. As deslocabilidades
sao os pardmetros que definem (completamente) a confi-
guracdo deformada de uma estrutura. As deslocabilida-
des sdo as incégnitas do Método dos Deslocamentos.

A metodologia utilizada pelo Método dos Deslocamentos
para analisar uma estrutura consiste em: “somar uma
série de casos bésicos que satisfazem as condigdes de
compatibilidade, mas que ndo satisfazem as condic¢ées de
equilibrio da estrutura original, para na superposicdo
restabelecer as condigdes de equilibrio.”

Cada caso basico satisfaz isoladamente as condicbes de
compatibilidade (continuidade interna e compatibilidade
com respeito aos vinculos externos da estrutura). Entre-
tanto, os casos basicos nao satisfazem as condigdes de
equilibrio da estrutura original pois sao necessarios for-
¢as e momentos adicionais para manter o equilibrio. As
condicoes de equilibrio da estrutura ficam restabelecidas
quando se superpdem todas as solugdes basicas.

A estrutura utilizada na superposicao de casos basicos é
uma estrutura cinematicamente determinada obtida a
partir da estrutura original pela adicao de vinculos. Essa
estrutura auxiliar é denominada Sistema Hipergeométrico

(SH). Apoios ficticios sdo adicionados a estrutura para
impedir (prender) as deslocabilidades:

Sistema Hipergeométrico

O equilibrio da estrutura é imposto na forma de equili-
brio dos nés isolados. Portanto, a solugdo desse proble-
ma pelo Método dos Deslocamentos recai em encontrar
os valores que D1, D> e D3 devem ter para que o né inter-
no fique em equilibrio.

No exemplo em estudo, existem quatro casos bdsicos -
casos (0), (1), (2) e (3) - conforme descrito a seguir.

Caso (0) - solicitagdo externa (carregamento) isolada no SH
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O caso (0) isola o efeito da solicitacao externa, isto €, do
carregamento aplicado. Dessa forma, a carga externa é a
aplicada no SH com D1 =0, D> =0 e D3 = 0. Nesse caso,
as forcas e os momentos que aparecem nos apoios ficti-
cios do SH sao chamados de termos de carga:

Bio — reagdo no apoio ficticio associado a deslocabilida-
de D; para equilibrar o SH quando atua a solicita-
¢do externa isoladamente, isto é, com deslocabili-
dades com valores nulos.

Neste exemplo, sdo trés os termos de carga, sendo que Sio
é a reacao horizontal, By é a reacédo vertical e S é a rea-
¢do momento nos trés apoios ficticios do né interno. Es-
sas reacdes correspondem a situagdo de engastamento
perfeito do SH, e os seus valores sdo obtidos para o car-

regamento aplicado na barra horizontal.

Caso (1) - Deslocabilidade D1 isoloda no SH
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Ky =+2764.8 kNm/m
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O caso (1) isola o efeito da deslocabilidade D1, mantendo
nulos os valores das deslocabilidades D; e D;. Conforme
indicado na figura acima, a deslocabilidade D1 é colocada
em evidéncia. Considera-se um valor unitdrio para D,
sendo o efeito de D1 = 1 multiplicado pelo valor final que
D; devera ter.
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As forgas e momentos que aparecem nos apoios ficticios
do SH para equilibré-lo quando é imposta uma configu-
ragdo onde D; = 1 sdo chamados de coeficientes de rigidez
globais:

Kjj — coeficiente de rigidez global: for¢a ou momento que
deve atuar na diregdo de D; para manter a estrutu-
ra (na verdade, o SH) em equilibrio quando é im-
posta uma configuracao deformada onde D; =1 e
as demais deslocabilidades sdo nulas.
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No caso (1), os coeficientes de rigidez globais sdo a forca
horizontal Ki1, a forga vertical K»1 e o momento Kzi. Por
definicao, as unidades dos coeficientes de rigidez corres-
pondem as unidades de forca ou momento divididas pela
unidade da deslocabilidade em questdo. Neste exemplo,
no caso (1) a unidade de D, é a de deslocamento em me-
tros.

Caso (2) - Deslocabilidade D, isoloda no SH
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De maneira analoga, no caso (2) a deslocabilidade D> é
colocada em evidéncia, considerando o efeito devido a
um valor unitario de D> multiplicado pelo seu valor final.
Esse caso isola o efeito da deslocabilidade D,, mantendo
nulos os valores das deslocabilidades D; e Ds.

A forca horizontal Ki, a forca vertical K» e o momento
K3», que aparecem nos apoios ficticios do SH para manté-
lo em equilibrio quando é imposta uma configuragao de-
formada onde D> =1, sdo os coeficientes de rigidez glo-
bais que aparecem no caso (2). As unidades desses coefi-
cientes, por defini¢do, sdo unidades de for¢a ou momento
divididas pela unidade da deslocabilidade D, (metro).

Caso (3) - Deslocabilidade Ds isoloda no SH
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Esse caso isola o efeito da deslocabilidade D3, mantendo
nulos os valores das deslocabilidades D; e D>. No caso
(3) a deslocabilidade D3 é colocada em evidéncia, consi-
derando o efeito devido a um valor unitario de D3 multi-
plicado pelo seu valor final. A figura acima também
mostra os coeficientes de rigidez globais desse caso. Ob-
serve que as unidades desses coeficientes sdo unidades
de forca ou momento divididas por radiano, pois a deslo-
cabilidade D3 é uma rotacéo.

Restabelecimento das condigoes de equilibrio

A partir dos resultados obtidos nos casos mostrados aci-
ma, pode-se utilizar a superposigdo dos casos para resta-
belecer as condigdes de equilibrio do n6 interior. As re-
sultantes de forcas e momentos externos neste né devem
ser nulas, tal como feito a seguir.

e Somatorio das forcas externas horizontais que atuam
no no interior:

Bro +K11D;1 + KD, +Kq3D3 =0

* Somatério das forgas externas verticais que atuam no
no interior:

Pao + KDy + KDy +Ky3D5 =0

® Somatério dos momentos externos que atuam no né
interior:

Bso +K31Dy +K3,D, +KzzD5 =0

A solugdo do sistema formado pelas trés equagdes acima,
com os valores mostrados anteriormente para os termos
de carga fo e para os coeficientes de rigidez globais Kj;,
resulta nos seguintes valores para as deslocabilidades:

D, =+0.4504x10° m;
D, =-1.0480x107° m;
D, =—-0.7530%x107 rad.

Esses valores fazem com que as resultantes de forgas e
momentos externos que atuam no noé interno da estrutura
sejam nulas. Dessa forma, atingiu-se a solugdo correta da
estrutura, pois além de satisfazer as condi¢des de compa-
tibilidade - que sempre foram satisfeitas nos casos (0),
(1), (2) e (3) - ela também satisfaz as condicdes de equili-
brio, haja vista que nao existem forcas e momentos exter-
nos aplicados ao n6. O equilibrio dos outros dois nés
sempre foi satisfeito pelas reagdes de apoio, cujos valores
finais podem obtidos pela superposicdo dos valores das
reacOes obtidos em cada caso.

Os sinais das deslocabilidades sdo determinados pelos
sentidos em que foram impostos os deslocamentos unita-
rios e a rota¢do unitaria nos casos basicos. Assim, o sinal
positivo de D indica que esse deslocamento tem o mes-
mo sentido (da esquerda para a direita) do deslocamento
horizontal imposto no caso (1). O sinal negativo de D-
indica que esse deslocamento vertical é para baixo pois é
contrario ao deslocamento unitario imposto no caso (2).
E o sinal negativo de D3 mostra que essa rotacdo é no sen-
tido horario pois é contraria a rotagdo unitaria imposta no
caso (3).

Determinagdo dos esforgos internos finais

Uma vez determinados os valores das deslocabilidades,
os diagramas finais de esforcos da estrutura do exemplo
em estudo também podem ser obtidos pela superposigdo
dos diagramas de cada um dos casos basicos. Por exem-
plo, os momentos fletores finais (M) podem ser obtidos
pela superposicao dos diagramas de momentos fletores
(M) dos casos basicos:

M = MO +M1D1 +M2D2 +M3D3,
sendo que o diagrama My corresponde ao caso (0) e os

diagramas Mi, Mz e Ms sdo devidos a valores unitarios
das deslocabilidades nos casos (1), (2) e (3).

Esse resultado pode ser generalizado para os esforgos
normais finais (N) e esforcos cortantes finais (Q):

N:NO +N1D1 +N2D2 +N3D3,'
Q=Qo+Q1D; +QyDy +Q3D;5.



