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Exemplo de solucao de um pértico com 2 hiperestaticos pelo Método das Forcas
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Considere o pdrtico mostrado na figura acima com as
seguintes propriedades: area da segdo transversal das
barras: A = 0.005 m2, momento de inércia da sec¢do trans-
versal: I = 0.0005 m%;, e modulo de elasticidade do materi-
al: E = 2x108 kN/m2 A configuracao deformada estd
mostrada com um fator de amplificagdo da escala para os
deslocamentos igual a 1000).

A metodologia utilizada pelo Método das Forcas para
analisar uma estrutura hiperestatica é: “somar uma série
de solucdes bésicas que satisfazem as condigdes de equi-
librio, mas ndo satisfazem as condigdes de compatibili-
dade da estrutura original, para na superposigdo restabe-
lecer as condic¢des de compatibilidade.”

Cada solucdo basica isoladamente nao satisfaz as condi-
¢Oes de compatibilidade da estrutura original. Estas con-
digcdes ficam restabelecidas quando se superpde todas as
solugdes basicas.

A estrutura utilizada para a superposicdo de solugdes
basicas é uma estrutura isostatica obtida a partir da estru-
tura original pela eliminacdo de vinculos. Esta estrutura
isostatica é chamada de Sistema Principal (SP). As forcas
ou momentos associados aos vinculos liberados sdo as
incégnitas do problema e sdo chamados de hiperestdticos.

O Sistema Principal (SP) adotado neste exemplo é a es-
trutura isostatica mostrada na figura abaixo.
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Observa-se que foram eliminados dois vinculos externos
da estrutura original: a imposicdo de rotacao 6, nula do
apoio da esquerda e a imposicdo de deslocamento hori-
zontal A nulo do apoio da direita. O ntmero de vincu-
los que devem ser eliminados para transformar as estru-
tura hiperestatica original em uma estrutura isostatica é
igual ao grau de hiperestaticidade, g. A escolha do Sis-
tema Principal é arbitréria: qualquer estrutura isostética
escolhida é vélida, desde que seja estavel estaticamente.

Os esforcos associados aos vinculos eliminados sdo as
reagdes de apoio Ma e Hp, que estdo indicadas na figura
ao lado. Esses esforcos sdo chamados de hiperestiticos e
sdo as incégnitas da solucdo pelo Método das Forgas.
Utiliza-se a nomenclatura X; para indicar os hiperestati-
cos, sendo i o seu indice, que varia de 1 a g. No exemplo:

X1 = Ma : reagdo momento associada a restri¢do 6, =0;
X» = Hp : reagdo horizontal associada a restri¢do AEI =0.

A solugdo do problema pelo Método das Forcas recai em
encontrar os valores X1 e X» que fazem com que, junta-
mente com o carregamento aplicado, 6, =0 e 4§ =0. A
determinagdo de Xi e X» é feita através de superposigdo
de casos basicos, utilizando o SP como estrutura para as
solugdes bésicas. O ndmero de casos basicos é igual a
g+1. No exemplo, isso resulta nos casos (0), (1) e (2) que

sdo mostrados a seguir.

Caso (0) - Solicitagdo externa (carregamento) isolada no SP
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A figura acima mostra a configuracdo deformada (com
fator de amplificacdo igual a 20) do SP no caso (0). A ro-
tacdo A e o deslocamento horizontal &, nas direcdes dos
vinculos eliminados para a criagdo do SP, sdo chamados
de termos de carga, cujos valores para esta estrutura estdo
indicados na figura.

O sinal negativo da rotagdo dio indica que a rotagdo tem o
sentido contrario do que é considerado para o hiperesta-
tico X1 no caso (1) a seguir. Analogamente, o sinal positi-
vo de & indica que este deslocamento tem o mesmo sen-
tido que é considerado para o hiperestatico X> no caso (2)
a seguir. O célculo dos coeficientes que aparecem na
formulagdo do Método das Forgas pode ser feito pelo
Principio das Forgas Virtuais (PFV).

Caso (1) - Hiperestitico X1 isolado no SP
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A figura anterior mostra a configuracdo deformada (com
fator de amplificagdo igual a 2000) do SP no caso (1). O
hiperestatico Xi é colocado em evidéncia, ja que ele é
uma incégnita do problema. Considera-se um valor uni-
tario para X1, sendo o efeito de X; = 1 multiplicado pelo
valor final que X devera ter. A rotacdo o1 e o desloca-
mento horizontal & provocados por Xi = 1, nas direcoes
dos vinculos eliminados para a criacdo do Sistema Prin-
cipal, sao chamados de coeficientes de flexibilidade. Por de-
finicdo as unidades dos coeficientes de flexibilidade cor-
respondem as unidades de deslocamento ou rotagdo di-
vididas pela unidade do hiperestatico em questao.

Os valores dos coeficientes de flexibilidade do caso (1)
estdo indicados na figura anterior. O sinal da rotagdo di1
é positivo pois tem o mesmo sentido do que foi arbitrado
para X1 =1 e o sinal do deslocamento horizontal dx é ne-
gativo pois tem o sentido contrario ao que foi arbitrado
para X> =1 no caso (2) a seguir. Observe que o sinal dos
termos ¢, sendo i o indice do hiperestatico, sempre sdo
positivos, pois sdo deslocamentos ou rotagdes nos pro-
prios pontos de aplicagdo de forcas ou momentos unita-
rios aplicados.

Caso (2) - Hiperestitico X» isolado no SP
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A figura acima mostra a configuracdo deformada (com
fator de amplificacdo igual a 400) do SP no caso (2). De
maneira analoga ao caso (1), o hiperestatico X> é colocado
em evidéncia, considerando-se um valor unitario multi-
plicado pelo seu valor final. A rotagdo di2 e o desloca-
mento horizontal & provocados por X> =1, nas direcdes
dos vinculos eliminados para a criagdo do SP, também
sao coeficientes de flexibilidade. As unidades destes coefici-
entes, por defini¢do, sdo unidades de deslocamento ou
rotagdo divididas pela unidade do hiperestatico X>.

Observe que o valor de di2 e & sdo iguais. Isto ndo é co-
incidéncia. Os coeficientes d; e J;, sendo i e j indices de
hiperestaticos, sempre serdo iguais. Isso pode ser de-
monstrado pelo PFV.

A partir dos resultados obtidos nos casos mostrados aci-

ma, pode-se utilizar a superposigdo dos casos para resta-
belecer as condi¢des de compatibilidade violadas. Isto é

feito a seguir.

Somatorio das rotacées do no A:

510 + 511X1 +512X2 - 0

Somatorio dos deslocamentos horizontais no no B:

Sistema de equacoes de compatibilidade:

-13.64x10-3 + 0.1152x103-X; - 0.6997x103-X5> =0
+115.2x103 - 0.6997x10-3- X1 + 6.1180x103-X, =0

A solucado deste sistema de equacdes de compatibilidade
resulta nos seguintes valores das reagdes de apoio Xi e
X2Z

X1 =+13.39 kNm

X2 =-17.29 kN

O sinal de X é positivo pois tem o mesmo sentido (anti-
horério) do que foi arbitrado para X;1 =1 no caso (1) e o
sinal de X> é negativo pois tem o sentido contrario (da
direita para a esquerda) ao que foi arbitrado para X> =1
no caso (2), tal como indica a figura abaixo.
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Os valores encontrados para X; e X» fazem com que
6,=0 e A = 0. Dessa forma, obteve-se a solucdo cor-
reta da estrutura porque, além de satisfazer as condigdes
de equilibrio - que sempre sdo satisfeitas nos casos (0), (1)
e (2) -, o modelo estrutural satisfaz as condi¢des de com-

patibilidade.

A solugdo da estrutura ndo termina na obtengao dos valo-
res dos hiperestaticos X1 e X>. Ap0s isso, ainda é necessa-
rio obter os diagrama de esforcos internos e os desloca-
mentos da estrutura. Existem duas alternativas para isso:

A. Calcula-se uma estrutura isostatica (o Sistema Princi-
pal) com o carregamento aplicado simultaneamente
aos hiperestaticos - com os valores corretos encon-
trados - como se fossem forcas e momentos aplica-
dos.

B. Utiliza-se a prépria superposicao de casos basicos
para a obtencdo dos esforgos internos (ou desloca-
mentos) finais.

Embora a primeira opgdo possa parecer mais simples, a
segunda opcdo é a que vai ser utilizada na maioria das
solucdes. O motivo para isso é que no calculo dos valores
dos termos de carga e dos coeficientes de flexibilidade
pelo PEV é necessério o conhecimento dos diagramas de
esforgos internos dos casos basicos (0), (1) e (2). Portanto,
como os diagrama de esforcos internos dos casos bésicos
j& estardo disponiveis, os esforcos internos finais da estru-
tura hiperestatica original sdo obtidos por superposigdo
dos esforcos internos dos casos basicos. O mesmo se da
para obtencao dos deslocamentos.



