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Descricao

O método dos Gradientes Conjugados é um método iterativo para resolugao de sistemas lineares
na forma Ax = b. O método é largamente empregado na resolucao de problemas de engenharia.
Uma vantagem do método é que, em cada iteragao, usa-se praticamente 4 tipos de operagoes:
multiplicacao de matriz por vetor, adicao de vetores, multiplicacao de escalar por vetor e produto
escalar entre vetores. Portanto, cada iteracio tem um custo computacional de O(n?), onde n
é a dimensdo do sistema. Se o método convergir em k iteragoes, o custo total é O(kn?). Se
k < n, o método se torna muito atrativo em relagdo ao uso de Eliminacao de Gauss (que tem
complexidade O(n?)).

Além disso, para sistemas esparsos, o custo de cada iteracao pode ser reduzido, se fizermos
a operacao de multiplicagao de matriz por vetor processar apenas os elementos nao nulos da
matriz. Para tanto, devemos armazenar apenas os elementos nao nulos da matriz (o que por
si 86 j& traz um beneficio em uso de meméria). Uma estratégia simples é representar a matriz
esparsa por um vetor de vetores. Cada elemento deste vetor tem um ponteiro para o vetor linha
da matriz, que armazena apenas os elementos nao nulos. Assim, além do valor do elemento da
matriz, cada entrada deste vetor deve também armazenar a coluna j do elemento. O acesso
a um elemento (4,7) qualquer da matriz pode ser feito da seguinte forma: o acesso ao vetor
linha ¢ é feito indexando diretamente o vetor de vetores; o acesso ao elemento j da linha é feito
realizando, por exemplo, uma busca bindria em j no vetor linha. No entanto, numa operagao
de multiplicagao de matriz por vetor, a busca pela coluna j nao é necessaria: basta processar
cada elemento da linha, multiplicando-o pelo elemento do vetor.

O método dos Gradientes Conjugados na sua forma direta, no entanto, apresenta problemas
de instabilidade numérica. Para amenizar o problema, usa-se pré-condicionadores M, transfor-
mando o sistema:

Ar=b — M 'Az=M"1p

O pré-condicionador de Jacobi é a matriz diagonal de A: M = D. Este pré-condicionador
¢ bom apenas quando A ¢é estritamente diagonal dominante. O pré-condicionador SSOR (sym-
metric successive over-relazation) apresenta melhores resultados e é dado por:

A=L+D+U
M = (D +wL)D" YD +wU), we/0,2]

Com w = 1, temos o pré-condicionador Gauss-Seidel; com w > 1, temos um condicionador com
sobre-relaxamento, que tende a aumentar a taxa de convergéncia do sistema.

Tarefa

O objetivo deste trabalho é testar a eficiéncia do método dos Gradientes Conjugados com pré-
condicionadores para a resolucao de sistemas esparsos. Considere o sistema esparso Ax = b,



onde A(i,1) = 1,A(i,i+1) = A(i+1,i) = 0.5, A(3,i+2) = A(i+2,7) = 0.5. A solugao do sistema é
o vetor x com todos os valores iguais a 1. Faca b = Ax e use o método de Gradientes Conjugados
para achar uma solugao = dentro de uma certa tolerancia. Use o vetor com valores todos iguais
a zero como estimativa inicial.

Para valores de n variando entre 100, 1000, 10000, verifique o desempenho em niumero de
iteragoes e tempo de processamento para o método convergir, considerando:

e O método sem pré-condicionador: M = I
e O método com pré-condicionador de Jacobi: M = D

e O método com pré-condicionador de Gauss-Seidel: M = (D + wL)D~Y(D + wU), com
w = 1.0.

e O método com pré-condicionador SSOR: M = (D +wL)D~Y(D + wU), com w > 1.0.

e com o pré-condicionador Jacobi.
Como exemplo adicional, estenda a matriz acima atribuindo A(i,2i) = A(2i,7) = 0.5 para
i < n/2; repita os testes.

Analise

Ao desenvolver seu trabalho e testa-lo, procure, baseado em experimentos computacionais, res-
ponder as seguintes perguntas:

e Como as configuragoes de pré-condicionamento afetam o desempenho (ntimero de iteragoes
e tempo) do método para a primeira matriz? Faca um comparativo considerando os
valores de n = 100, 1000, 10000. Variando valores de w € [1.0,2.0], avalie o efeito do
sobre-relaxamento.

e Como o método se comporta para a segunda matriz?



